
前回に続き「運動方程式から導かれる関係」を扱っていきます。

今回は3つ目の関係式である「モーメントと角運動量の関係」を解説していきます。
ここでは外積を用いるので、初回授業のベクトルの部分を復習した後で進めると
良いでしょう。



の両辺に左側から位置ベクトル 𝒓の外積を取ると

3次元空間での一般的なモデルを考えてみましょう。

運動方程式

=ma F

となります。

= ar rm F



と変形します。
𝒅

𝒅𝒕
の部分「 𝒓 ×𝒎𝒗 」は「角運動量 𝑳 」と呼びます。

又、右辺の「 𝒓 × 𝑭 」を「力のモーメント𝑴 」と呼びます。
運動量 𝒑は 𝒑 = 𝒎𝒗であるので

加速度の定義 𝒂 =
𝒅𝒗

𝒅𝒕
より

を「回転の運動方程式」と呼びます。
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と表され、
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さて、前の式変形において「 𝒓 ×
𝒅

𝒅𝒕
𝒎𝒗 」を「

𝒅

𝒅𝒕
𝒓 ×𝒎𝒗 」と変形しましたが、

この式変形が本当に正しいのか確認しておきましょう。

変形後の「
𝒅

𝒅𝒕
𝒓 ×𝒎𝒗 」を計算して元の形の戻ればOKとなります。

となります。
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「角運動量 𝑳 」は「質点が点𝑶まわりを回転する勢い」を表す量になります。

角運動量 𝑳はベクトル量で 𝒓 と 𝒗に垂直なベクトルとなります。
その次元は
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「力のモーメント𝑴 」は「点𝑶まわりを回転させようとする働き(回転能率)」を
表す量になります。力のモーメントは「トルク」と呼ぶこともあります。

力のモーメント𝑴はベクトル量で 𝒓と 𝑭に垂直なベクトルとなります。
その次元は

 
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2 2
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ML ML
L
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となります。

( 𝑭の次元)

( 𝒓の次元)

ここでの注意点は角運動量の次元と力のモーメントの次元は異なることです。

「角運動量 𝑳を 𝒕で微分した量」が力のモーメントになるので
𝟏

𝐓
の分だけ違いがでます。



回転の運動方程式において、力のモーメント𝑴 = 𝟎であれば

0=
dL

dt

となり、「角運動量 𝑳 」は時間的に変化せず、保存しているといえます。
これを「角運動量保存則」と言います。

力のモーメントは𝑴 = 𝒓 × 𝑭であるから、「𝒓 = 𝟎 or 𝑭 = 𝟎」は当然「𝑴 = 𝟎」になるが、

外積の性質より 𝒓と 𝑭のなす角 𝜽が「 𝟎 or 𝝅 」の場合も「𝑴 = 𝟎 」となることに注意したい。



それでは、力のモーメント𝑴を求める練習をしてみましょう。

力のモーメントは𝑴 = 𝒓 × 𝑭なので 𝒓, 𝑭の設定が重要になります。



1. 軸を設定し、𝒓, 𝑭を設定します。
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従って、ここで用いる 𝒓, 𝑭は

となります。
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となります。
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2. 軸を設定し、𝒓, 𝑭を設定します。

従って、ここで用いる 𝒓, 𝑭は

となります。
よって
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3. 軸を設定し、𝒓, 𝑭を設定します。

従って、ここで用いる 𝒓, 𝑭は

となります。
よって
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となります。

この式を別の見方をすると
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ここで、𝒙成分と 𝒚成分に分けて考えると「 𝒙𝑭𝒚 」は反時計まわりの力のモーメントを表し、

「 𝒚𝑭𝒙 」は時計まわりの力のモーメントを表していることがわかります。

注) 一般的に反時計回りを回転方向の正と考えます。



力のモーメントの例題になります。
回転の運動方程式をから棒が回転しない条件を導きます。

まずは作図と軸の設定です。

x

y

1rm 2r M

o



続いて、作用する力を書き込みます。
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棒に作用する力は左右の重り「重力𝒎𝒈 」「重力𝑴𝒈 」と「糸の張力 𝑻 」になります。

従って運動方程式は

( )+ = − −ym M a T mg Mg

となり、 𝒂𝒚 = 𝟎 (動かない)より

0 = − −T mg Mg

となります。
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よって力のモーメント𝑴𝟏,𝑴𝟐は

となります。

ここで 𝒓, 𝑭を設定します。
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と表されます。

従って棒が回転しない条件は
𝒅𝑳𝒛

𝒅𝒕
= 𝟎であれば良いので

となります。

従って、回転の運動方程式は
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力のモーメントの例題になります。
回転の運動方程式をから棒が回転しない条件を導きます。
棒の重さを無視できる場合と無視できない場合の両方を検討します。

まずは作図と軸の設定です。
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続いて、棒の質量が無視できる場合の作用する力を書き込みます。
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棒に作用する力は左右の重り「重力𝒎𝒈 」「重力𝑴𝒈 」と「糸の張力 𝑻 」になります。
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ここで 𝒓, 𝑭を設定します。
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よって力のモーメント𝑴𝟏,𝑴𝟐は
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となります。

従って、回転の運動方程式は
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と表されます。

従って棒が回転しない条件は
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続いて、棒の質量𝒎の場合の作用する力を書き込みます。
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棒に作用する力は左右の重り「重力𝒎𝒈 」「重力𝑴𝒈 」と「糸の張力 𝑻 」、
さらに「棒の質量による重力𝒎𝒈 」になります。

棒の質量は「重心
𝑳

𝟐
の地点」に作用していると考えます。
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ここで 𝒓, 𝑭を設定します。
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よって力のモーメント𝑴𝟏,𝑴𝟐, 𝑴𝟑は
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従って、回転の運動方程式は
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となります。

従って棒が回転しない条件は
𝒅𝑳𝒛

𝒅𝒕
= 𝟎であれば良いので

( ) 0
2

 
= − − + − = 
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zdL L
xmg L x Mg x mg

dt
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− + + − =
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+
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